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6.  Implicación

Un implicante es un mintérmino o un grupo de éstos que formen un sub-cubo.

Una expresión X implica la función f, si y solamente si f=1 para cualquier combinación de valores para los cuales X=1.
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Se anota la implicación de la siguiente forma:   

X SYMBOL 222 \f "Symbol" f

Puede verse que si X SYMBOL 222 \f "Symbol" f, con g una función booleana, puede anotarse:    f = X + g .

Es decir, X es un término o parte de f.   También suele decirse que f cubre a X. En una mapa de f, si X corresponde a un grupo de mintérminos, g corresponderá al resto de los mintérminos de f, no considerados en X.

Se desea ahora definir las componentes de f que sean más primitivas.

6.1. 
Implicantes primos

Un implicante primo es un implicante que no puede ser agrupado con otros implicantes, para formar un sub-cubo de mayor dimensión.

Se dice que X (producto de literales) es un “implicante primo” de f si y sólo si:

SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
X SYMBOL 222 \f "Symbol" f
SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
No existe y tal que X SYMBOL 222 \f "Symbol" y SYMBOL 222 \f "Symbol" f, donde el número de literales de y es menor que el número de literales de X.


No puede encontrarse un grupo mayor que X.  Si existe y; entonces y es un implicante primo.

Básicamente, es un producto de literales que no puede ser combinado con otros para obtener un término con menos literales. Se dice primo o primitivo en el sentido de ser componente básica o elemental de una función.

Algunas propiedades de un implicante primo:

SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
No contiene literales repetidos.

SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
No contiene a una variable y a su complemento.

SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
No contiene variables redundantes. Es decir, si se descarta un literal del implicante, el resto no será implicante.

SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h     Si x e y son implicantes primos de f, entonces:    x  no cubre a y; y viceversa.

Encontrar los implicantes primos es determinar los grupos de mintérminos que pueden escribirse con menos literales.

Pasar de un implicante a un implicante primo está asociado a un proceso de crecimiento; es decir, a encontrar un grupo de mintérminos que forman el sub-cubo mayor posible.

6.2. 
Implicante primo esencial

Es aquél que cubre a lo menos un mintérmino de la función que no es cubierto por otros implicantes primos. Deben estar presentes en la forma mínima.

Los mintérminos superfluos pueden emplearse para formar implicantes primos; pero no deben considerarse para los implicantes primos esenciales.

Ejemplo: Para una función de 4 variables se tienen los siguientes implicantes primos:

A'B'D, BC', AC, A'C'D, AB, B'CD
[image: image2.jpg]De los 6 implicantes primos, sólo AC es esencial. ya que contiene al mintérmino: AB'CD' que no es cubierto por ningún otro implicante primo.

Puede comprobarse que se logra una mínima cobertura de la función con: 

AC + BC' + A'B'D
Ejemplo: Para una función de 4 variables se tienen los siguientes implicantes primos:
BD, ABC', ACD, A'BC, A'C'D 

Sólo BD es no esencial.

La función mínima debe contener

los esenciales, y con éstos se logra

cubrir completamente a la función:

f = ABC' + ACD + A'BC + A'C'D
6.3. 
Método de Quine

Es un método sistemático para encontrar la expresión mínima de una función, que no depende de la habilidad para reconocer agrupaciones en un mapa de Karnaugh.

Básicamente, es una búsqueda exhaustiva de todas las adyacencias entre los mintérminos de la función, mediante la aplicación sistemática de:
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a todos los términos de la forma canónica.

6.3.1.   Obtención de implicantes primos

SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Se forma una primera columna con los mintérminos de la función.

SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Se forma la siguiente columna según:

SYMBOL 161 \f "Wingdings" \s 6 \h
Se revisa el primer elemento de la columna con todos los siguientes; si se encuentra un término que sólo difiera en una variable, se lo anota en la nueva columna, omitiendo el literal correspondiente; se marcan los términos en la columna actual.

SYMBOL 161 \f "Wingdings" \s 6 \h
Se repite el proceso para todos los elementos de la columna.

SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Se vuelve a repetir el paso anterior hasta que no se puedan formar nuevas columnas.

Los términos que originan nuevas entradas, en la próxima columna, sólo necesitan marcarse una vez. Pero pueden usarse las veces que sea necesario.

Nótese que la segunda columna lista todos los grupos de dos mintérminos. La tercera, lista grupos de cuatro mintérminos adyacentes, y así sucesivamente. Al finalizar el proceso anterior, los elementos no marcados en las columnas, corresponden a los implicantes primos.

Ejemplo: 

Obtener los implicantes primos de: 


	Primera columna
	Segunda columna

	m
	min.
	marcas
	Grupos
	Implicantes

	0
	a'b'c'
	(
	
	
	
	(0,2)
	a'c'

	2
	a'bc'
	(
	(
	
	
	(2,6)
	bc'

	5
	ab'c
	
	
	(
	
	(5,7)
	ac

	6
	abc'
	
	(
	
	(
	(6,7)
	ab

	7
	abc
	
	
	(
	(
	


No se pueden formar nuevas columnas, por lo tanto los implicantes primos son:

a'c', bc', ac, ab

Nótese que en la segunda columna, se han identificado los renglones con los grupos de mintérminos. 

Cuando se escribe, en la segunda columna: 
a'c', se marcan con ( el 0 y el 2 en la primera columna. 

Cuando se escribe, en la segunda columna: 
bc', se marcan con ( los  mintérminos 2 y 6.

6.3.2.  Tabla de implicantes

La tabla de implicantes se forma empleando los implicantes primos en los renglones y los mintérminos de la función en las columnas. Luego, en cada renglón, se efectúa una marca en las columnas de los mintérminos pertenecientes al implicante considerado.

Aquellas columnas que tengan sólo una marca, permiten detectar a los implicantes primos esenciales. En esta tabla puede escogerse el menor número de implicantes primos que cubran todos los mintérminos de la función. Evidentemente, deben estar presentes todos los implicantes primitivos esenciales en la expresión mínima de una función.

Ejemplo:   La tabla de implicantes, para el ejemplo anterior:

	
	0
	2
	5
	6
	7

	a'c'
	(
	(
	
	
	

	bc'
	
	(
	
	(
	

	ac
	
	
	(
	
	(

	ab
	
	
	
	(
	(


La columna 0 permite identificar a:  a'c'  como implicante primo esencial.

Igualmente la columna 5 indica que ac también es esencial. 

Se acostumbra encerrar con un círculo las marcas en las columnas que definen los implicantes primos esenciales. 

Nótese que sólo resta cubrir el mintérmino 6, lo que puede lograrse  eligiendo: bc' ó ab

Finalmente, la forma mínima es:   f = a'c' +ac + bc'

o, alternativamente:
f = a'c' + ac + ab

6.3.3.   Reducción de tablas

En caso de tener tablas complejas, éstas pueden reducirse mediante el siguiente método.

Cada vez que se selecciona un implicante para formar la función, se remueve el renglón correspondiente.

Cuando se remueve un renglón, también se eliminan las columnas que tienen marcas en dicho renglón.

Se comienza eliminando los implicantes primos esenciales.  Luego la tabla puede seguir reduciéndose, aplicando las siguientes reglas:

SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Un renglón cubierto por otro, puede eliminarse (sólo el renglón).

SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
Una columna que cubre a otra puede eliminarse (sólo la columna).

Un renglón cubre a otro, si tiene marcas en las columnas marcadas del otro, pudiendo además tener columnas adicionales marcadas.  Podría decirse que el renglón eliminado es menos importante, debido a su menor cobertura de la función.

Ejemplo: Implicante primo ipa cubre a implicante primo ipb.

	
	m1
	m2
	m3

	ipa
	(
	(
	(

	ipb
	(
	
	(


Una columna cubre a otra, si contiene marcas en cada renglón que esa otra columna tiene marcas.

Ejemplo:

	
	m1
	m2
	m3

	ipa
	
	(
	(

	ipb
	(
	(
	

	ipc
	(
	(
	

	ipd
	
	
	(


La columna m2 cubre a la columna m1; puede eliminarse la columna m2.   El mintérmino de la columna eliminada tiene asegurada su consideración.

Se repite la aplicación de las reglas hasta agotar la tabla.  Siempre se remueven aquellos renglones que contengan columnas con una sola marca (se tratan en la tabla reducida, en forma similar a los implicantes primos esenciales en la tabla completa).

La función se forma con los implicantes de los renglones removidos por contener columnas con una sola marca.

Excepción a lo anterior la constituyen las tablas reducidas cíclicas, que no pueden reducirse según el método recién planteado. En éstas se elige un implicante en forma arbitraria y se remueve el renglón correspondiente.

Ejemplo:   Reducir la tabla de implicantes de la función f.

	
	1
	3
	4
	6
	7
	9
	13
	15

	ipa
	(
	(
	
	
	
	
	
	

	ipb
	
	
	(
	(
	
	
	
	

	ipc
	
	(
	
	
	(
	
	
	

	ipd
	
	
	
	(
	(
	
	
	

	ipe
	
	
	
	
	(
	
	
	(

	ipf
	
	
	
	
	
	
	(
	(

	ipg
	
	
	
	
	
	(
	(
	

	iph
	(
	
	
	
	
	(
	
	


Observar que el implicante primo b es esencial. Removiendo el renglón asociado a b, deben también removerse columnas asociadas a los mintérminos 4 y 6.

Queda la siguiente  tabla reducida:

	
	1
	3
	7
	9
	13
	15

	ipa
	(
	(
	
	
	
	

	ipc
	
	(
	(
	
	
	

	ipd
	
	
	(
	
	
	

	ipe
	
	
	(
	
	
	(

	ipf
	
	
	
	
	(
	(

	ipg
	
	
	
	(
	(
	

	iph
	(
	
	
	(
	
	


El renglón ipc cubre a ipd; por lo tanto, puede eliminarse el renglón ipd. 

	
	1
	3
	7
	9
	13
	15

	ipa
	(
	(
	
	
	
	

	ipc
	
	(
	(
	
	
	

	ipe
	
	
	(
	
	
	(

	ipf
	
	
	
	
	(
	(

	ipg
	
	
	
	(
	(
	

	iph
	(
	
	
	(
	
	


La tabla resultante es cíclica. Se escoge arbitrariamente al primitivo ipa para formar la función, esto elimina columnas 1 y 3, quedando:

	
	7
	9
	13
	15

	ipc
	(
	
	
	

	ipe
	(
	
	
	(

	ipf
	
	
	(
	(

	ipg
	
	(
	(
	

	iph
	
	(
	
	


Ahora, ipe cubre a ipc; e ipg cubre a iph, queda eliminando a ipc e iph:

	
	7
	9
	13
	15

	ipe
	(
	
	
	(

	ipf
	
	
	(
	(

	ipg
	
	(
	(
	


ipe e ipg deben formar parte de la función; pues contienen a las columnas 7 y 9, que en la tabla reducida sólo tienen una marca.    Luego de esto, la tabla queda vacía.

Finalmente:

F = ipb + ipa + ipe + ipg
Existen otras formas mínimas posibles. Estas se obtienen eliminando otro implicante cuando la tabla resultó cíclica.

Por ejemplo, eliminando ipc, resulta:

	
	1
	9
	13
	15

	ipa
	(
	
	
	

	ipe
	
	
	
	(

	ipf
	
	
	(
	(

	ipg
	
	(
	(
	

	iph
	(
	(
	
	


ipf cubre a ipe.   iph cubre a ipa. Eliminando ipa e ipe, se obtiene:

	
	1
	9
	13
	15

	ipf
	
	
	(
	(

	ipg
	
	(
	(
	

	iph
	(
	(
	
	


En la cual deben escogerse: ipf e iph.

Entonces resulta otra función mínima:

f = ipb +ipc + ipf + iph

Cuando se tienen condiciones superfluas, el método es similar, excepto que en la tabla no se consideran las columnas de mintérminos superfluos, debido a que éstos no requieren ser cubiertos.

El método anterior es adecuado para un número reducido de variables. Una variante del método tabular recién descrito es el de Quine-McCluskey. Básicamente, representa en forma digital el método de Quine, y es muy adecuado para ser programado en un computador.

6.4.    Método de Quine-McCluskey

Se forma la columna de mintérminos, codificada en binario o decimal, en grupos, de acuerdo al número de unos.

Se comparan los elementos de cada grupo, buscando adyacencias, y se forman las siguientes columnas en forma similar al método de Quine. Notando que en la representación decimal, diferencias de 1, 2, 4, 8 y, en general, de una potencia de 2, indican una diferencia en un bit. También se mantiene la separación en grupos en las nuevas columnas.

Existen tablas con los números decimales y su número de unos en representación binaria. Para facilitar la formación de los grupos.

La segunda columna representa todas las agrupaciones posibles de dos mintérminos. La tercera columna representa grupos de cuatro mintérminos, y así sucesivamente.

El algoritmo permite trabajar con dígitos decimales o binarios. Se anotan en los ejemplos columnas binarias y decimales. 

En la segunda y siguientes columnas, las variables eliminadas se denotarán con un guión(también es posible anotar la posición del guión con un número decimal potencia de dos).

Pueden combinarse dos términos si ellos difieren solamente en un literal; por esta razón, no podrán combinarse dos términos en un mismo grupo. Los miembros de un grupo de un solo "1", difieren en dos variables por lo menos; lo mismo puede establecerse para los otros grupos. Esta observación organiza la búsqueda de adyacencias, ya que sólo es preciso comparar entre grupos adyacentes.

Ejemplo:

Aplicar método de Quine-McCluskey para minimizar la siguiente función:


g(a,b,c,d,e,f) = ( m(0,2,6,7,8,10,12,14,15,41)

Considerando la equivalencia binaria  de los mintérminos decimales, se tienen:

m0   = 000000

m2   = 000010

m8   = 001000

m6   = 000110

m10 = 001010

m12 = 001100

m7   = 000111

m14 = 001110

m41 = 101001

m15 = 001111

Formando grupos, de acuerdo al número de unos:

Se obtiene la siguiente tabla:

	Decimal
	Binario
	

	mintérmino
	a
	b
	c
	d
	e
	f
	Número de unos

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	2
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	1

	8
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	

	6
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	2

	10
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	

	12
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	

	7
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	3

	14
	0
	0
	1
	1
	1
	0
	

	41
	1
	0
	1
	0
	0
	1
	

	15
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	4


Los mintérminos del grupo con n unos, se comparan con todos los del grupo con (n+1) unos.

En la representación decimal se buscan diferencias de potencias de dos; en binario, se busca la diferencia en un bit.  Puede formarse la siguiente tabla, que contiene los implicantes formados por dos mintérminos:

	Decimal
	Binario

	Grupo
	Posición
	a
	b
	c
	d
	e
	f
	Número de unos

	0,2
	2
	0
	0
	0
	0
	-
	0
	0

	0.8
	8
	0
	0
	-
	0
	0
	0
	

	2,6
	4
	0
	0
	0
	-
	1
	0
	1

	2,10
	8
	0
	0
	-
	0
	1
	0
	

	8,10
	2
	0
	0
	1
	0
	-
	0
	

	8,12
	4
	0
	0
	1
	-
	0
	0
	

	6,7
	1
	0
	0
	0
	1
	1
	-
	2

	6,14
	8
	0
	0
	-
	1
	1
	0
	

	10,14
	4
	0
	0
	1
	-
	1
	0
	

	12,14
	2
	0
	0
	1
	1
	-
	0
	

	7,15
	8
	0
	0
	-
	1
	1
	1
	3

	14,15
	1
	0
	0
	1
	1
	1
	-
	


En la notación decimal, se anota la lista de mintérminos y la posición de la variable eleiminada se registra con una potencia de dos entre paréntesis. Nótese que se mantiene el concepto de grupos, mediante líneas horizontales. A medida que se forma la segunda tabla, se van marcando los mintérminos utilizados en la primera tabla. 

En el ejemplo no queda marcado el 41, ya que no puede agruparse con ningún otro mintérmino; en este caso el mintérmino 41 es implicante primo esencial.

Para formar la tercera tabla, que contendrá grupos de cuatro mintérminos; se buscan diferencias de potencias de dos entre grupos adyacentes, pero además deben tener igual diferencia (o posición de variable eliminada). Por ejemplo la componente del grupo ‘0,2’ es necesario compararla solamente con ‘8,10’ del segundo grupo, debido a la diferencia común (2).

No importa el orden de las listas de mintérminos, sólo se anotan una vez. Por ejemplo, entre los primeros grupos se tiene:

	
	0,   2
	(2)

	
	8, 10
	(2)

	Diferencia:  
	8,   8 
	generando: 0, 2, 8, 10 (2,8)


	
	0,   8
	(8)

	
	2, 10
	(8)

	Diferencia:  
	2,   2  
	generando: 0, 8, 2, 10 (8,2)


Estas dos agrupaciones se consideran iguales. Desarrollando en forma similar, se genera la siguiente tabla:

	Decimal
	Binario

	Grupo
	Posición
	a
	b
	c
	d
	e
	f
	Número de unos

	0, 2, 8, 10
	2,8
	0
	0
	-
	0
	-
	0
	0

	2, 6, 10, 14
	4,8
	0
	0
	-
	-
	1
	0
	1

	8, 10,12,14
	2,4
	0
	0
	1
	-
	-
	0
	

	6, 7, 14, 15
	1,8
	0
	0
	-
	1
	1
	-
	2


De este modo quedan marcados todos los grupos de la segunda lista.

Nótese que, en la tabla anterior, no hay diferencias comunes entre grupos, por lo tanto, no puede formarse una siguiente tabla. Es decir, no hay implicantes formados por 8 mintérminos que estén formando un 3-cubo.

La tabla de implicantes resulta:

	Implicantes

primos
	0
	2
	8
	6
	10
	12
	7
	14
	41
	15

	41
	
	
	
	
	
	
	
	
	(
	

	0, 2, 8, 10
	(
	(
	(
	
	(
	
	
	
	
	

	2, 6, 10, 14
	
	(
	
	(
	(
	
	
	(
	
	

	8, 10, 12, 14
	
	
	(
	
	(
	(
	
	(
	
	

	6, 7, 14, 15
	
	
	
	(
	
	
	(
	(
	
	(


Removiendo los implicantes primos esenciales, la función mínima queda:

g = ab'cd'e'f + a'b'd'f' + a'b'cf' + a'b'de

Es conveniente realizar el ejemplo, desarrollando agrupaciones en un mapa de Karnaugh, a medida que se forman las tablas.

Nótese que todo el proceso podría haberse realizado sólo considerando la información binaria, o solamente la información decimal. 

La exposición de este método permite elaborar algoritmos para efectuar programas para minimización automática, y también tener las bases para comprender el funcionamiento de las aplicaciones.

El siguiente programa en Abel, permite obtener las ecuaciones minimizadas:

"  Ejemplo Quine McKluskey.

"g(a,b,c,d,e,f) = Suma(0,2,6,7,8,10,12,14,15,41)

MODULE quine

" entradas

a, b, c, d ,e, f  PIN;

" salidas

g     PIN ISTYPE 'COM';

EQUATIONS

truth_table ( [a, b, c, d, e, f ]-> g)

0-> 1;

2-> 1;

6-> 1;

7-> 1;

8-> 1;

10-> 1;

12-> 1;

14-> 1;

15-> 1;

41-> 1;

END quine

Se obtienen las siguientes ecuaciones:

g = (a & !b & c & !d & !e & f ) # (!a & !b & d & e) # (!a & !b & !d & !f) # (!a & !b & c & !f)

!g = (a & !c) # (d & !e & f) # (a & e) # (!a & !d & f) # (!c & d & !e) # (b) # (a & !f)

Y puede generarse una simulación temporal, que permite obtener las siguientes formas de ondas:

Para lograr las formas de ondas, se generan los siguientes vectores de prueba:

Test_vectors ( [a, b, c, d, e, f]-> g )

00-> 1;01-> 0;02-> 1;03-> 0;04-> 0;05-> 0;

06-> 1;07-> 1;08-> 1;09-> 0;10-> 1;11-> 0;

12-> 1;13-> 0;14-> 1;15-> 1;16-> 0;17-> 0;

18-> 0;19-> 0;20-> 0;21-> 0;22-> 0;23-> 0;

24-> 0;25-> 0;26-> 0;27-> 0;28-> 0;29-> 0;

30-> 0;31-> 0;32-> 0;33-> 0;34-> 0;35-> 0;

36-> 0;37-> 0;38-> 0;39-> 0;40-> 0;41-> 1;

42-> 0;43-> 0;44-> 0;45-> 0;46-> 0;47-> 0;

48-> 0;49-> 0;50-> 0;51-> 0;52-> 0;53-> 0;

54-> 0;55-> 0;56-> 0;57-> 0;58-> 0;59-> 0;

60-> 0;61-> 0;62-> 0;63-> 0;

X
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